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Область применения

Фонд оценочных средств (ФОС) – является неотъемлемой частью учебно-методического комплекса учебной дисциплины «Функциональный анализ» и предназначен для контроля и оценки образовательных достижений обучающихся, освоивших программу данной дисциплины.

Цели и задачи фонда оценочных средств

Целью Фонда оценочных средств является установление соответствия уровня подготовки обучающихся требованиям федерального государственного образовательного стандарта.

Для достижения поставленной цели Фондом оценочных средств по дисциплине «Функциональный анализ»  решаются следующие задачи:
– контроль и управление процессом приобретения обучающимися знаний, умений и навыков предусмотренных в рамках данного курса;

– контроль и оценка степени освоения компетенций предусмотренных в рамках данного курса;

– обеспечение соответствия результатов обучения  задачам будущей профессиональной деятельности через совершенствование традиционных и внедрение инновационных методов обучения в образовательный процесс в рамках данного курса.
1. Перечень компетенций с указанием этапов их формирования в процессе освоения образовательной программы

1.1. Перечень планируемых результатов обучения по дисциплине, соотнесенных с планируемыми результатами освоения образовательной программы

В результате освоения ООП бакалавриата обучающийся должен овладеть следующими результатами обучения по дисциплине:
	Коды компетенций
	Результаты освоения ООП
Содержание компетенций*
	Перечень планируемых результатов обучения по дисциплине**

	ПК-2
	Способность понимать, применять и совершенствовать современный математический аппарат
	Знать: основы математического анализа и теории множеств.

Уметь: решать задачи из классического математического анализа. 

Владеть: основными понятиями и методами математического анализа и теории множеств. 

	ОПК-3
	Способен применять и модифицировать математические модели для решения задач в области профессиональной деятельности
	Знать: основы дифференцирования, интегрирования функций, сходимость последовательностей величин. 

Уметь: работать с числовыми матрицами, находить производные, считать интегралы. 

Владеть: основами теории рядов, функций комплексной переменной. 


1.2. Этапы формирования компетенций в процессе освоения ООП бакалавриата.

Компоненты компетенций, как правило, формируются при изучении нескольких дисциплин, а также в немалой степени в процессе прохождения практик, НИР и во время самостоятельной работы обучающегося. Выполнение и защита ВКР являются видом учебной деятельности, который завершает процесс формирования компетенций. 

Место дисциплины и соответствующий этап формирования компетенций в целостном процессе подготовки по образовательной программе можно определить по матрице компетенций, которая приводится в Приложении.

Этапы формирования компетенции в процессе освоения дисциплины:

- начальный этап – на этом этапе формируются знаниевые и инструментальные основы компетенции, осваиваются основные категории, формируются базовые умения. Студент воспроизводит термины, факты, методы, понятия, принципы и правила; решает учебные задачи по образцу;

- основной этап – знания, умения, навыки, обеспечивающие формирование компетенции, значительно возрастают, но еще не достигают итоговых значений. На этом этапе студент осваивает аналитические действия с предметными знаниями по дисциплине, способен самостоятельно решать учебные задачи, внося коррективы в алгоритм действий, осуществляя коррекцию в ходе работы, переносит знания и умения на новые условия;

- завершающий этап – на этом этапе студент достигает итоговых показателей по заявленной компетенции, то есть осваивает весь необходимый объем знаний, овладевает всеми умениями и навыками в сфере заявленной компетенции. Он способен использовать эти знания, умения, навыки при решении задач повышенной сложности и в нестандартных условиях.


Этапы формирования компетенций в ходе освоения дисциплины отражаются в тематическом плане (см.п. 4 рабочей программы дисциплины).

1.3. Паспорт фонда оценочных средств по дисциплине 

	№
	Наименование раздела /темы дисциплины
	Содержание



	1.
	Алгебра множеств. Функции множеств.

	1.1.
	Алгебра множеств
	Кольца, полукольца и алгебра множеств. Борелевские кольца и алгебры. Последовательности множеств



	1.2.
	Функции множеств
	Функции множеств, аддитивность, счетная аддивность, непрерывность.  Отображения. Разбиение на классы. Отношения эквивалентности Эквивалентность множеств. Понятие мощности множества Конечные и бесконечные множества. Счетные множества и несчетные множества

	2.
	Абстрактная мера и ее свойства

	2.1.
	Абстрактная мера и ее свойства.  Продолжение меры по схеме Лебега, свойства продолжения
	Лебегово продолжение меры, определенной на полукольце с единицей. Продолжение меры, заданной на полукольце без единицы. Расширение понятия измеримости в случае σ-конечной меры. Однозначность продолжения меры.

	2.2.
	Продолжение меры Стилтьеса.  Продолжение меры по схеме Жордана.
	Продолжение меры по Жордану.  Борелевские меры, полные меры.

	3.
	Измеримые функции. Интеграл Лебега.

	3.1.
	Измеримые функции.
	Определение и основные свойства измеримых функций. Действия над измеримыми функциями. Эквивалентность. Сходимость почти всюду.  Теорема Егорова.  Сходимость по мере.   

	3.2.
	Интеграл Лебега.
	Простые функции. Интеграл Лебега для простых функций. Общее определение интеграла Лебега на множестве конечной меры.  σ-аддитивность и абсолютная непрерывность интеграла Лебега.  Предельный переход под знаком интеграла Лебега. Интеграл Лебега по множеству бесконечной меры. Сравнение интеграла Лебега с интегралом Ри мана.

	4.
	Метрические и топологические пространства

	4.1.
	Понятие метрического пространства
	Определение и основные примеры. Непрерывные отображения метрических пространств. Сходимость. Открытые и замкнутые множества. Предельные точки. Замыкание. Сходимость. Плотные подмножества. Открытые и замкнутые множества.  Открытые и замкнутые множества на прямой.

	4.2.
	Полные метрические пространства.
	Определение и примеры полных метрических пространств. Теорема о вложенных шарах. Принцип сжимающих отображений и его применения. Принцип сжимающих отображений. Простейшие применения принципа сжимающих отображений.

	5.
	Нормированные и топологические линейные пространства

	5.1.
	Линейные пространства.
	Определение и примеры линейных пространств. Линейная зависимость. Подпространства. Фактор-пространства.  Линейные функционалы, геометрический смысл линейного функционала.

	5.2.
	Нормированные пространства.
	Определение и примеры нормированных пространств. Подпространства нормированного пространства.  Фактор-пространства нормированного пространства.

	5.3.
	Евклидовы пространства.
	Определение евклидовых пространств. Примеры. Существование ортогональных базисов, ортогонализация. Неравенство Бесселя. Замкнутые ортогональные системы. Полные евклидовы пространства. Теорема Рисса—Фишера. Гильбертово пространство.

	5.4.
	Топологические линейные пространства.
	Определение и примеры. Локальная выпуклость.

	6.
	Линейные функционалы н линейные операторы
	

	6.1.
	Непрерывные линейные функционалы.  
	Непрерывные линейные функционалы в топологических линейных пространствах. Линейные функционалы на нормированных пространствах. Теорема Хана — Банаха в нормированном пространстве.

	6.2.
	Линейные операторы
	Определение и примеры линейных операторов. Непрерывность и ограниченность. Сумма и произведение операторов.  Обратный оператор, обратимость. Сопряженные операторы.  Сопряженный оператор в евклидовом пространстве. Самосопряженные операторы.  Спектр оператора. Резольвента.


2. Описание показателей и критериев оценивания компетенций на различных этапах их формирования, описание шкал оценивания


Конечными результатами освоения программы дисциплины являются сформированные когнитивные дескрипторы «знать», «уметь», «владеть», расписанные по отдельным компетенциям, которые приведены в п.1.1. Формирование этих дескрипторов происходит в процессе изучения дисциплины по этапам в рамках различного вида учебных занятий и самостоятельной работы.
Выделяются три уровня сформированности компетенций на каждом этапе: пороговый, продвинутый и высокий.
	Уровни
	Содержательное описание уровня
	Основные признаки выделения уровня 
	БРС,

% освоения 
	ECTS/Пятибалльная шкала для оценки экзамена/зачета

	Высокий

Все виды компетенций сформированы на высоком уровне в соответствии с целями и задачами дисциплины
	Творческая деятельность
	Включает нижестоящий уровень.

Студент демонстрирует свободное обладание компетенциями, способен применить их в нестандартных ситуациях: показывает умение самостоятельно принимать решение, решать проблему/задачу теоретического или прикладного характера на основе изученных методов, приемов, технологий
	90-100
	A/
Отлично/
Зачтено

	Продвинутый

Все виды компетенций сформированы на продвинутом уровне в соответствии с целями и задачами дисциплины
	Применение знаний и умений в более широких контекстах учебной и профессиональной деятельности, нежели по образцу, большей долей самостоятельности и инициативы
	Включает нижестоящий уровень.

Студент может доказать владение компетенциями: демонстрирует способность собирать, систематизировать, анализировать и грамотно использовать информацию из самостоятельно найденных теоретических источников и иллюстрировать ими теоретические положения или обосновывать практику применения.
	85-89
	B/
Очень хорошо/

Зачтено

	
	
	
	75-84
	С/

Хорошо/

Зачтено

	Пороговый

Все виды компетенций сформированы на пороговом уровне
	Репродуктивная деятельность
	Студент демонстрирует владение компетенциями в стандартных ситуациях: излагает в пределах задач курса теоретически и практически контролируемый материал.
	65-74
	D/Удовлетворительно/ Зачтено

	
	
	
	60-64
	E/Посредственно

/Зачтено

	Ниже порогового
	Отсутствие признаков порогового уровня: компетенции не сформированы. 

Студент не в состоянии продемонстрировать обладание компетенциями в стандартных ситуациях.
	0-59
	Неудовлетворительно/ Незачтено


Оценивание результатов обучения студентов по дисциплине осуществляется по регламенту текущего контроля и промежуточной аттестации.

Критерии оценивания компетенций на каждом этапе изучения дисциплины для каждого вида оценочного средства и приводятся в п. 4 ФОС. Итоговый уровень сформированности компетенции при изучении дисциплины определяется по таблице. При этом следует понимать, что граница между уровнями для конкретных результатов освоения образовательной программы может смещаться.
	Уровень сформированности компетенции
	Текущий контроль

	Промежуточная аттестация


	высокий
	высокий
	высокий

	
	продвинутый
	высокий

	
	высокий
	продвинутый

	продвинутый
	пороговый
	высокий

	
	высокий
	пороговый

	
	продвинутый
	продвинутый

	
	продвинутый
	пороговый

	
	пороговый
	продвинутый

	пороговый
	пороговый
	пороговый

	ниже порогового
	пороговый
	ниже порогового

	
	ниже порогового
	-


3. Методические материалы, определяющие процедуры оценивания знаний, умений, навыков или опыта деятельности, характеризующих этапы формирования компетенций.

Рейтинговая оценка знаний является интегральным показателем качества теоретических и практических знаний и навыков студентов по дисциплине и складывается из оценок, полученных в ходе текущего контроля и промежуточной аттестации.

Текущий контроль в семестре проводится с целью обеспечения своевременной обратной связи, для коррекции обучения, активизации самостоятельной работы студентов. 


Промежуточная аттестация предназначена для объективного подтверждения и оценивания достигнутых результатов обучения после завершения изучения дисциплины.


Текущий контроль осуществляется два раза в семестр: контрольная точка № 1 (КТ № 1) и контрольная точка № 2 (КТ № 2).


Результаты текущего контроля и промежуточной аттестации подводятся по шкале балльно-рейтинговой системы. 
	Вид контроля
	Этап рейтинговой системы 

Оценочное средство
	Балл

	
	
	Минимум 
	Максимум

	5 семестр

	Текущий 


	Контрольная точка № 1
	20
	60

	
	Контрольная работа № 1
	10
	30

	
	Контрольная точка № 2
	15
	30

	
	Контрольная работа № 2
	15
	30

	Промежуточный 
	Экзамен
	25
	40

	
	Билеты
	25
	40

	ИТОГО по дисциплине за 5 семестр
	60
	100

	
	
	

	6 семестр

	Текущий 


	Контрольная точка № 1
	20
	60

	
	Контрольная работа № 3
	10
	30

	
	Контрольная точка № 2
	15
	30

	
	Контрольная работа №4
	15
	30

	Промежуточный 
	Экзамен
	25
	40

	
	Билеты
	25
	40

	ИТОГО по дисциплине за 6семестр
	60
	100


Положительный ответ студента на промежуточном  контроле (экзамене или зачете) оценивается рейтинговыми баллами в диапазоне от 20 до 40. Итоговая положительная оценка должна быть не менее 60 баллов. Следовательно, при минимально допустимом уровне 35 баллов текущего контроля (по сумме баллов двух контрольных точек) ответ считается положительным, если его оценка составляет минимум 25 баллов. Это значение указано в строке «Зачетный билет» таблицы во втором столбце.

Определение бонусов и штрафов 

Бонусы: поощрительные баллы студент получает к своему рейтингу в конце

семестра за активную и регулярную работу на занятиях, за своевременную защиту лабораторных работ.

По Положению бонус (премиальные баллы) не может превышать 5 баллов.

Штрафы: за несвоевременную сдачу лабораторных работ максимальная оценка может быть снижена на 30  %.
Оценка сформированности компетенций на зачете для тех обучающихся, которые пропускали занятия и не участвовали в проверке компетенций во время изучения дисциплины, проводится после индивидуального собеседования с преподавателем по пропущенным или не усвоенным обучающимся темам с последующей оценкой самостоятельно усвоенных знаний на зачете.

4.Типовые контрольные задания или иные материалы, необходимые для оценки знаний, умений, навыков
4.1.Экзамен. На экзамен предлагаются два теоретических вопроса.
Форма для вопросов к экзамену

 МИНИСТЕРСТВО НАУКИ И ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ

ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ АВТОНОМНОЕ ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ

«Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ»

Обнинский институт атомной энергетики –
филиал федерального государственного автономного образовательного учреждения высшего образования

«Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ»

(ИАТЭ НИЯУ МИФИ)
Кафедра Прикладная математика
	Направление
	01.03.02  «Прикладная математика и информатика»

	Профиль
	                          «Прикладная информатика»

	Дисциплина
	                        Функциональный анализ


Вопросы к экзамену

5 семестр

1. Элементы теории множеств. Понятие множества. Операции над множествами.

2. Отображения. Разбиение на классы. Отношения эквивалентности Эквивалентность множеств. Понятие мощности множества Конечные и бесконечные множества. Счетные множества и несчетные множества
3. Упорядоченные множества. Частично упорядоченные множества.  Порядковые типы. Вполне упорядоченные множества. 
4. Аксиома выбора.  Теорема Цермело. 

5. Системы множеств. Кольцо множеств. Полукольцо множеств.  Сигма-алгебры. Системы множеств и отображения. 
6. Мера плоских множеств. Мера элементарных множеств. Лебегова мера плоских множеств.
7. Общее понятие меры. Продолжение меры с полукольца на кольцо. Аддитивность и сигма-аддитивность. Определение меры. Продолжение меры с полукольца на порожденное им кольцо. σ-аддитивность. 
8. Лебегово продолжение меры.  Лебегово продолжение меры, определенной на полукольце с единицей. Продолжение меры, заданной на полукольце без единицы. Расширение понятия измеримости в случае σ-конечной меры. Продолжение меры по Жордану.  Однозначность продолжения меры.
9. Измеримые функции. Определение и основные свойства измеримых функций. Действия над измеримыми функциями. Эквивалентность. Сходимость почти всюду.  Теорема Егорова.  Сходимость по мере
10. Интеграл Лебега. Простые функции. Интеграл Лебега для простых функций. Общее определение интеграла Лебега на множестве конечной меры.  σ-аддитивность и абсолютная непрерывность интеграла Лебега.
11. Предельный переход под знаком интеграла Лебега. Интеграл Лебега по множеству бесконечной меры. Сравнение интеграла Лебега с интегралом Римана.
12. Прямые произведения систем множеств и мер. Теорема Фубини. Произведения систем множеств. Произведения мер. Выражение плоской меры через интеграл линейной меры сечений и геометрическое определение интеграла Лебега.
6 семестр 

1. Определение и примеры полных метрических пространств. Теорема о вложенных шарах. Теорема Бэра. По​полнение пространства.

2. Принцип сжимающих отображений и его применения. 

3. Топологические
 пространства. Определение и примеры топологических пространств. Сравнение топологий. Определяющие системы окрестностей. База. Аксиомы счетности. Сходящиеся последовательности в Т.
4. Компактность в метрических пространствах. Предкомпактные подмножества в метрических пространствах. Теорема Арцела. 
5. Линейные пространства. Определение и примеры линейных пространств. Линейная зависимость. Подпространства. Фактор-пространства.  Линейные функционалы, геометрический смысл линейного функционала.
6. Нормированные пространства. Определение и примеры нормированных пространств. Подпространства нормированного пространства.  Фактор-пространства нормированного пространства
7. Евклидовы пространства. Определение евклидовых пространств. Примеры. Существование ортогональных базисов, ортогонализация.
8. Полные евклидовы пространства. Теорема Рисса—Фишера. Гильбертово пространство.
9. Линейные операторы в Банаховых пространствах. Теорема Банаха- Штейнгауза. Теорема Банаха об обратном операторе. 
10. Линейные функционалы. Пространства линейных операторов. Примеры. Общий вид линейных функционалов в некоторых пространствах. Теорема Рисса об общем виде функционалов в Н.
11.  Пространства Банаха с базисом. Сопряженные пространства. Слабая сходимость. Сопряженные операторы. Теорема Хана-Банаха. Примеры.
12. Линейные операторы. Определение и примеры линейных операторов. Непрерывность и ограниченность. Сумма и произведение операторов.  Обратный оператор, обратимость. Сопряженные операторы.  Сопряженный оператор в евклидовом пространстве. Самосопряженные операторы.  Спектр оператора. Резольвента.
Критерии и шкала оценивания

	Оценка
	Критерии оценки

	Сдано
20-40
	Выставляется при соответствии параметрам экзаменационной шкалы на уровнях «отлично», «хорошо», «удовлетворительно».

	Не сдано 
19 и меньше
	Выставляется при соответствии параметрам экзаменационной шкалы на уровне «неудовлетворительно».


Контрольная работа

а) Контрольная работа №1
1. Вычислить, обосновав все переходы в выкладках:
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2. Пусть мера Стилтьеса µF   на B(R) задана функцией распределения F , где
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Найти плотность Радона–Никодима µF  относительно меры Лебега µL.
3   Найти разложение Жордана заряда Стилтьеса µF  на B(R), заданного функцией распределения F ,
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Вопросы по теории(Контрольная работа №2)
1. Сформулировать и доказать теорему Лебега о мажорированной сходимости.
2. Сформулировать и доказать теорему Леви о монотонной сходимости.
3. Сформулировать и доказать теорему Фату.
4. Определить пространство L1(Ω, µ), доказать его полноту.
5. Определить сходимость в среднем. Описать связь сходимости в среднем со сходимостью почти всюду и сходимостью по мере.
6. Определить операцию произведения мер, доказать счётную аддитивность произведения счётно-аддитивных мер.
7. Сформулировать и доказать теорему о связи меры множества с интегралом по мерам сечений этого множества.
8. Сформулировать и доказать теорему Фубини.
9. Сформулировать и доказать теорему Лебега о связи интеграла с производной.
10. Определить функции ограниченной вариации, абсолютно непрерывные функции, перечислить их свойства.
11. Сформулировать и доказать формулу Ньютона–Лейбница и формулу интегрирования по частям для интеграла Лебега.
Контрольная работа №3

Вариант 1 

1. Рассмотрим векторное пространство X = Cb(R)∩L 1 (R). Мажорирует ли норма ∥·∥1 норму ∥ · ∥∞ на X? А наоборот? 

2. Пусть λ = (λn) — последовательность комплексных чисел. Зафиксируем произвольное 
p > 1 и сопоставим каждому x ∈ ℓ p числовую последовательность Mλ(x) = (λnxn). 

1) Пусть q > p. Найдите условие на λ, необходимое и достаточное для того, чтобы Mλ был линейным оператором из ℓ p в ℓ q . 

2) Пусть q > p. Найдите условие на λ, необходимое и достаточное для того, чтобы Mλ был ограниченным линейным оператором из ℓ p в ℓ q , и вычислите ∥Mλ∥. 

3) Найдите условие на λ, необходимое и достаточное для того, чтобы Mλ был ограниченным линейным оператором из ℓ p в ℓ 1 , и вычислите ∥Mλ∥. 

3. Линейный функционал F на (C[0, 1], ∥ · ∥∞) задан формулой  
F(f) = 2f(0) − 3f(1) + ∫ 1 0 f(t) dt. 

1) Докажите, что F ограничен. 

2) Вычислите ∥F∥. 

3) Достигает ли F нормы? Иначе говоря, существует ли такая f ∈ C[0, 1], что ∥f∥∞ = 1 и |F(f)| = ∥F∥? 

4.Пусть X, Y — нормированные пространства и T ∈ B(X, Y ). 


1) Докажите, что следующие утверждения эквивалентны: (а) T имеет плотный образ; (б) если S1T = S2T для некоторых S1, S2 ∈ B(Y, Z), то S1 = S2. 


2) Предположим, что T имеет плотный образ. Докажите, что следующие утверждения эквивалентны: (а) T открыт; (б) если T = S1S2, где S1 ∈ B(Z, Y ) инъективен, а S2 ∈ B(X, Z) произволен, то S1 — топологический изоморфизм.

Вариант 2 

1. Рассмотрим векторное пространство X = L 1 (R)∩L 2 (R). Мажорирует ли норма ∥·∥1 норму ∥ · ∥2 на X? А наоборот? 

2. Пусть f ∈ C[0, 1] — непрерывная комплекснозначная функция. Зафиксируем произволь- ное p > 1 и сопоставим каждой g ∈ L p [0, 1] функцию Mf (g) = fg. 


1) Пусть q > p. Найдите условие на f, необходимое и достаточное для того, чтобы Mf был линейным оператором из L p [0, 1] в L q [0, 1]. 


2) Пусть q > p. Найдите условие на f, необходимое и достаточное для того, чтобы Mf был ограниченным линейным оператором из L p [0, 1] в L q [0, 1], и вычислите ∥Mf ∥. 


3) Найдите условие на f, необходимое и достаточное для того, чтобы Mf был ограниченным линейным оператором из L p [0, 1] в L 1 [0, 1], и вычислите ∥Mf ∥. 

3. Пусть 1 6 p < ∞. Линейный функционал F на (C[−1, 1], ∥ · ∥p) задан формулой F(f) = ∫ 0 −1 f(t) dt − ∫ 1 0 f(t) dt. 


1) Докажите, что F ограничен. 


2) Вычислите ∥F∥. 


3) Достигает ли F нормы? Иначе говоря, существует ли такая f ∈ C[−1, 1], что ∥f∥p = 1 и |F(f)| = ∥F∥?

4. Пусть X, Y — нормированные пространства и T ∈ B(X, Y ) — сжатие (т.е. оператор, норма которого не превосходит 1). 


1) Докажите, что следующие утверждения эквивалентны: 




(а) T имеет плотный образ; 




(б) если S1T = S2T для некоторых S1, S2 ∈ B(Y, Z), то S1 = S2. 


2) Предположим, что T имеет плотный образ. Докажите, что следующие утверждения эк- вивалентны: 




(а) T коизометричен; 




(б) если T = S1S2, где S1 ∈ B(Z, Y ) инъективен, а S2 ∈ B(X, Z) произволен, то S1 — изометрический изоморфизм.

Вопросы по теории(Контрольная работа №4)

1. Ограниченные линейные операторы, их эквивалентные определения, ограниченность и непрерывность. Норма ограниченного линейного оператора. Примеры вычисления норм операторов. 

2. Ограниченные линейные операторы, их эквивалентные определения, ограниченность и непрерывность. Мажорирование и эквивалентность норм. Эквивалентность норм на конечномерном векторном пространстве. 

3. Топологически инъективные и открытые операторы. Изометрии и коизометрии. 

4. Факторпространства нормированных пространств. Универсальное свойство фактор- пространств и его следствия. 

5. Банаховы пространства. Примеры. Полнота пространства ℓ p . 

6. Полнота факторпространств и пространств ограниченных линейных операторов. Тео- рема о продолжении линейных операторов «по непрерывности». 

7. Пополнение нормированного пространства. Его существование, универсальное свойство, единственность и функториальность. 

8. Полуторалинейные формы. Предгильбертовы пространства: определение и примеры. Неравенство Коши–Буняковского–Шварца. Норма на предгильбертовом пространстве. Гильбертовы пространства: определение и примеры. 

9. Ортогональное дополнение подмножества в предгильбертовом пространстве. Простейшие свойства ортогональных дополнений. Проекция вектора на подпространство. Единственность проекции и ее интерпретация как ближайшего элемента. Теорема о существование проекции в гильбертовом пространстве. Теорема об ортогональном дополнении. 

10. Ортогональные и ортонормированные системы. Примеры. Коэффициенты Фурье и их свойства. Неравенство Бесселя. Единственность ряда Фурье. Равенство Парсеваля. 

11. Ортонормированные базисы, тотальные и максимальные ортонормированные системы, связь между этими понятиями. Существование ортонормированного базиса в гильбертовом пространстве. Его построение в сепарабельном случае с помощью ортогонализации. 

12. Теорема о классификации гильбертовых пространств. Теорема Рисса–Фишера. 13. Пространство, сопряженное к нормированному пространству. Сопряженный оператор. Свойства операции сопряжения. Теорема Рисса о сопряженном к гильбертову пространству. 

14. Пространство, сопряженное к нормированному пространству. Сопряженный оператор. Свойства операции сопряжения. Пространство, сопряженное к ℓ p.

15. Теорема Хана–Банаха и ее следствия. 

16. Выпуклые, закругленные и поглощающие множества в векторном пространстве. Функционал Минковского. Теоремы об отделении выпуклых множеств гиперплоскостью. 

17. Каноническое вложение во второе сопряженное. Его естественность. Рефлексивные банаховы пространства. Примеры. 

18. Теорема Бэра. Свойство бочечности банаховых пространств. 

19. Теорема Банаха–Штейнгауза и ее следствия. 

20. Теоремы Банаха об открытом отображении, об обратном операторе и о замкнутом гра- фике. 

21. Аннуляторы, преданнуляторы и их свойства. Совпадение преданнулятора аннулятора подмножества с замыканием его линейной оболочки. Описание сопряженных к подпространствам и к факторпространствам. 

22. Двойственность между инъективными операторами и операторами с плотным образом. Двойственность между топологически инъективными и сюръективными операторами. 

23. Функции ограниченной вариации на отрезке и их свойства. Функция распределения борелевской меры на отрезке. Описание борелевских мер на отрезке как мер Лебега–Стилтьеса. 

24. Теорема Рисса о линейных функционалах на C[a, b]. Теорема Рисса–Маркова–Какутани (без доказательства).
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